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１ 
 対偶法や背理法では，結論の否定が大変なので，直接示す。 
 ( ) Ayx Î, を満たす ba, をそれぞれ 12,12 -- nm （ nm, は nm < の自然数）とおくと， 

 12 -= mx ， 12 -= ny より， 

 
( ) ( )2

2

2
2

mn
yx

-=
-

，
( ) ( )2

2

12
2

-+=
+

nm
yx

 

 ここで， ( ) 22 22 Xmn =- ， ( ) 22 212 Ynm =-+ とし, 
YX , のうち自然数であるものをそれぞれ qp, すると， 

 mnp -= と 1-+= nmq （ qp < ）が存在する。 ・・・① 

 また，
î
í
ì

+=+
=-

1qmn
pmn

より，
2

1++
=

qpn ，
2

1+-
=

pqm であり， 

 nm, は自然数だから， 1++ qp と 1+- pq が偶数であることが必要である。 

 よって， pと qのどちらか一方だけが奇数である。 ・・・② 

 続いて， pと qの最大公約数を gとすると， 

',' gqqgpp == （ 'p と 'q は互いに素）と表せ， 

 ( )''1
2

1212 pqgpqpqma -=-=-
+-

×=-=  

( )''1
2

1212 qpgqpqpnb +=+=-
++

×=-=  

 より， gは aとbの公約数である。 

 ところが， aと bは互いに素だから， 1=g であることが必要である。 

 よって， pと qの最大公約数は 1，すなわち pと qは互いに素である。 ・・・③ 

 ①，②，③より，
( ) ( )

B
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Î
÷÷
÷
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,
2
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が成り立つ。 

 ゆえに， ( ) Ayx Î, ならば
( ) ( )
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が成り立つ。 
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２ 
(1) 

 ( ) ( )ax
a
xxaxf --

+
= log

2
( )xa <<0 とおくと， 
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+=
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=
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 これと ax > より， ( ) 0>¢¢ xf  

 よって， ( )xf ¢ は単調増加しかつ ( ) 0=¢ af より， ( ) 0>¢ xf  

 よって， ( )xf は単調増加しかつ ( ) 0=af  ( ) 0>\ xf  

 ゆえに， xa <<0 のとき， ( ) 0log
2

>--
+ ax

a
xxa

が成り立つ。 

(2) 

 
2
bac +

< を示す。 

( )
c

cf 1
=¢ より，

ab
ab

c -
-

=
loglog1

 ( )abcab loglog -=-\  

 (1)より， ( ) 0log
2

>--
+ ab

a
bba

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0
2

loglog

loglogloglog
2

loglog
2

>÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
-=

---
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=---
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\

cbaab

abcabbaababba

　　　　　　　　　　　　　

 

 これと 0loglog >- ab より， 0
2

>-
+ cba

 
2
bac +

<\  

 cab < を示す。 

  cab < Û
ab

abab
loglog -

-
<  

Û ( ) ababab -<- loglog  

Û ( ) 0loglog <+-- ababab  
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  よって， ( ) 0loglog <+-- ababab が成り立つことを示せばよい。 

  ( ) ( ) axaxaxxg +--= loglog ( )xa <<0 とおくと， 

  

( ) ( )

( )

( ) 12loglog
2

1loglog
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  よって， ( )xg ¢ は単調減少しかつ ( ) 0=¢ ag  

  よって， ( )xg は単調減少しかつ ( ) 0=ag  ( ) 0<\ xg  

  これと ba <<0 より， ( ) 0loglog <+-- ababab  

  ゆえに， cab <  
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３ 
(1) 

解法 1：オーソドックスな解法 

 条件より，四角形 QORP は OR//QP，OQ//RP の平行四辺形である。 

 よって， 

OROP

PQOPOQ

-=

+=

　　　
 

 これと ÷÷
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ø

ö
çç
è

æ
=÷÷
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OR より， 
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 rxp -=\  ・・・①， bryap -=  ・・・② 

 ①より， pxr -=  

 これを②に代入すると， ( )pxbyap --=  ( ) ybxpba +-=-\  ( )ybx
ba

p +-
-

=\
1  

 よって， 
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 ・・・（答） 
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A=  ・・・（答） 

 

( )

AA
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AEAAB

-=
-=

-=

　　　

　　　 2  

O=  ・・・（答） 

解法 2：面積の利用 

 平行四辺形 QORP の面積＝2×△QOP 

 および ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

OP ， ÷÷
ø

ö
çç
è
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=÷÷
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OR より， 

ypxapaprpbr -×=-
2
12  yaxpbapr -=-\  

 点 P は axy < を満たす領域に存在しかつ点 Q と点 R は第 1 象限の点であることより， 
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 ・・・（答） 

以下略 

補足 

平行四辺形 QOPR の面積＝辺 QO と辺 OP を隣合う 2 辺とする平行四辺形の面積 
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OR より， ypxapaprpbr -=-  

でもよい。 
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(2) 

 条件より， ( )nnn R2Q
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  ここで ( )nBE + について， 
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=
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=
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BB k = とすると， BBBBB kk ==×=+ 21  

よって， BB n = （ ,2,1=n ）が帰納的に成り立つ。 
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補足 1 

( ) å
=

-=+
n

k

knk
kn

n EBBE
0

C とはせず， ( ) nn
n

k

knk
kn

n EBEBBE ++=+ å
-

=

-
1

1

C とした理由 

正方行列の 0 乗は正則であろうとなかろうと Eと定義されるらしいが， 

それを用いてよいものかどうか，，， 

ということで， n
n EB 0

0C と 0C EB n
nn の項が現れるのを避けるために， 

( ) å
=

-=+
n

k

knk
kn

n EBBE
0

C とはせず， ( ) nn
n

k

knk
kn

n EBEBBE ++=+ å
-

=

-
1

1

C とした。 

補足 2 

行列 Aの n乗（ 2³n ）が成り立つための条件 

行列 BA´ では，行列 Aの各行と行列 Bの各列の積の計算を行うから， 

行列 Aの列の数と行列 Bの行の数が同じでなければならない（書けば自明である）。 
よって， ( ) ( )mn,, =列数行数 とすると， 

( ) ( )mnmn ,, ´ が成立するためには， nm = でなければならない。 

ゆえに，任意の行列を Aとすると， Aの n乗（ 2³n ）が成り立つためには， 

行列 Aは正方行列でなければならない。 

  補足 2 

(1)より AA =2 であり， AAk = とすると AAAAA kk ==×=+ 21 より， 

帰納的に AAn = （ ,2,1=n ）が成り立つ。 

また， ( ) OAAAAAAEBA =-=-=-= 2  

   これと BB n = （ ,2,1=n ）が成り立つことを示し， 

   ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+÷

ø
ö

ç
è
æ=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
\

+

+

1

1

1

1 2
3
1

y
x

BA
y
x n

n

n

n
から求めてもよい。 

   というより，(1)の流れから出題者が期待しているのはこっちの解き方であろう。 
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４ 
(1)略解 

tyx =+ ( )10,0 ££= tz と yx = ( )0=z の交点をC とすると，C ÷
ø
ö

ç
è
æ 0,

2
,

2
tt  

曲面と平面 tyx =+ との交線上の動点を P ( )zyx ,, とすると，動点 P は点 C を中心とする半径

2
t

の円を描くから，その円の方程式は，
222

2
2

22 tztytx =+÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ -   

これと tyx =+ より，
( )

222

2
2

22 yxzyxyyxx +
=+÷

ø
ö

ç
è
æ +

-+÷
ø
ö

ç
è
æ +

-  xyz 22 =\  

求めるのは， zyx ,, がすべて 0 以上の場合だから， 

求める曲面の方程式は， xyz 2= （ 1,0,0 £+³³ yxyx ） ・・・（答） 

 

x

y

z

O

t  

t  

tyx =+ （ 10,0 ££= tz ） 

曲面と tyx =+ （ 10 ££ t ）との交線の方程式 

222

2
2

22 tztytx =+÷
ø
ö

ç
è
æ -+÷

ø
ö

ç
è
æ -  

÷
ø
ö

ç
è
æ 0,

2
,

2
tt  

曲面の方程式 

xyz 22 = ( )1,0,0 £+³³ yxyx  
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曲面の方程式 

xyz 2= ( )1,0,0 £+³³ yxyx  
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(2) 

 曲面 xyz 2= と平面 tx = （
4
10 ££ t ）の交線の方程式は， tyz 2= （

4
30 ££ y ） 

 よって，領域 tyz 20 ££ （
4
30 ££ y ）の面積，すなわち切り口の面積は， 

 

( )

[ ]4
3

0

4
3

0

3
22

2

yyt

dytytS

=

= ò

　　　

　　　  

4
6t

=  ・・・（答） 

 

x

y z

O 4
1  

4
3  

4
1

=x  4
3

=y  

xyz 2= ( )1,0,0 £+³³ yxyx  
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x y
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O

tyz 2= （ tx = ） 

4
3  

2
3t  
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(3) 

 
4
10 ££ t より，領域V の体積は， 

 

( )

[ ]4
1

0

4
1

0
4
1

0

6
6

4
6

tt

dttdttS

=

= òò

　　　　　

 

48
6

=  ・・・（答） 

x
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O

tyz 2= （ tx = ） 


